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 سبسی عذدی فزآیىذ اوتقبل جزم اکسیژن پخص محوری ضبیً
 در بستزٌبی مویزگ اوسبن

 

 ؛ ػطبئی ػظین اهیي

 گشٍّ سيبضی کبسثشدی، ، داًؾکذٍ سيبضیداًؾگبٍ فٌؼتی خْاجَ ًقیشالذيي طْعی

 چکیذي

عبصی ػذدی فشآيٌذ اًتمبل جشم اکغیژى دس ثغتشُبی هْيشگ اًغبى ثب دس ًظش گشفتي ؽجیَ، ثَ پژُّؼدس ايي 

ای ًبهبًب اص ًْع  ديفشاًغیل ثب هؾتمبت پبسٍ ای عبصی ؽذٍ هؼبدلَؽجیَۀ هؼبدل .پشداختَ ؽذٍ اعتجولَ پخؼ هذْسی 

هشصی  ۀآى دس هغبئل لاي ۀکَ دس هغبئل هٌِذعی صيغتی کبسثشد فشاّاى داسد ّ گغتشػ ػوذ اعتًفْر -ُوشفت

 ثش ثٌب. دل تذلیلی ايي ًْع هؼبدلات پیچیذٍ اعت .اعتُب ّ هغبئل اًتمبل جشم  عیبلات، هذاسُبی الکتشيکی دس کبثل

ی ّ پبيذاسی دس ايي سّػ دل يگشا دعت آّسدى جْاة تمشيجی اُویت فشاّاًی داسد ّ ُنَ ايي دل ػذدی ثشای ث

 ۀثب دس ًظش گشفتي ايي هؼبدل هزکْس ُبی کْؽؼ ؽذٍ اعت ثَ پشعؼ، پژُّؼ دس ايي. ال ثْدٍ اعتؤُوْاسٍ هْسد ع

 .ؽذٍ اعتّ ثشای ايي هٌظْس اص سّػ تفبضلات هتٌبُی اعتفبدٍ  پبعخ دادٍ ؽْدخبؿ 

 مقذمً

. ؽذسيبضی ًبهبًب اص فشآيٌذ اًتمبل جشم اکغیژى دس ثغتشُبی هْيشگ اًغبى اسائَ  ی، هذلُبی لجلی پژُّؼدس 

ای عِوْی ّاثغتَ ثَ صهبى ؽذٍ ّ ثشای دل ػذدی  ديفشاًغیل پبسٍ ۀايي ًْع اص هغبئل، هٌجش ثَ هؼبدلثٌذی  فشهْل

، دس هغبئل ثیْهٌِذعی هبًٌذ اًتؾبس پژُّؼايي ًْع . [33]-[3] آى اص سّػ تفبضلات هتٌبُی اعتفبدٍ ؽذٍ اعت

شآيٌذ اًتمبل جشم اکغیژى دس ، هذل سيبضی ًبهبًبی فپژُّؼايي دس . [31] هْاد ًیض کبسثشد فشاّاى داسد

ّ ثَ دل ػذدی ايي هؼبدلَ  گیشين دس ًظش هی، اعتهذْسی ًیض  جولَ پخؼ ثغتشُبی هْيشگ اًغبى سا کَ ؽبهل

ی اص هؼبدلات يگشا دس اداهَ، ثذث سا سّی عبصگبسی، پبيذاسی ّ ُن. پشداصين سّػ تفبضلات هتٌبُی هی ثَ

 .   ینکٌهی هتوشکضآيذ،  دعت هیَ شيخ اعتبًذٍ ّ ضوٌی لاتشًّي ثُبی ف تفبضلی هختلفی کَ ثب اعتفبدٍ اص سّػ

 مذل ریبضی مسئلً

. اعتًفْر ًبهبًب -هشثْط ثَ اًتمبل جشم اکغیژى دس ثغتشُبی هْيشگ اًغبى ّاثغتَ ثَ هؼبدلات ُوشفت ۀهؼبدل

هؼبدلَ فْست  دس ايي. اعت، ثبؽذ =3a کَ a 1ی دّثؼذی ثَ ضخبهتيفشك ؽذٍ اعت کَ هْيشگ هجشا

 :آيذدعت هیَ فْست ث ذييث

ای ًبهبًب، سّػ تفبضلات هتٌبُی، سّػ فشيخ اعتبًذٍ، سّػ ضوٌی لاتشًّي،  ديفشاًغیل ثب هؾتمبت پبسٍۀ هؼبدل :ٌبی کلیذی واژي

 یيگشا عبصگبسی، پبيذاسی، ُن

 11/9/91پزيشػ                     31/1/91دسيبفت 
*

 ataei@kntu.ac.ir وویسىذي مسئول
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  , ,t y xx yyc uc D c c x y t           0 1 0 1 0              (3         )  

 ًْاخت ثب عشػت هتْعظ طْس يکَ ای اعت ّ فشك ؽذٍ اعت کَ خْى ث دس ثغتش هْيشگ، جشيبى لايَ

4/0u= 14/0 ُن همذاس ثبثت دشکت کٌذ ّ ضشيت ًفْر اکغیژىD=  جولات اّل ّ دّم . گشفتَ ؽذٍ اعتدس ًظش

دٌُذ ّ  عجت ُوشفت سا ًؾبى هیَ تشتیت تغییش غلظت دس ّادذ صهبى ّ اًتمبل ثثَ (3) ۀدس عوت چپ هؼبدل

تذت ( 3) ۀهؼبدل. ذکٌ ُن ًفْر هْلکْلی دس جِت افمی ّ هذْسی سا هٌظْس هی (3) ۀجولات عوت ساعت هؼبدل

 :ؽْدفْست ثیبى هی ذييؽشايظ هشصی ّ اّلیَ ث

(i) ؽشايظ هشصی 

 :ففش اعت( تمبسى)چگبلی ؽبس دس طْل خظ لشيٌگی  -

 , , , ,xc y t t y    0 0 0 1                                                  (1)   

 :هذْس افمی داسين ۀدس ديْاس -

 , , , ,c y t t y    1 1 0 1                                                   (3)  

 :دس ّسّد هذْسی داسين -

 , , , ,c x t t x    0 0 0 1                                                    (1)  

 :هذْسی ثشای چگبلی ؽبس داسين ۀّ دس ديْاس -

 , , , ,yc x t t x    1 1 0 1                                                  (5)  

(ii) َؽشط اّلی 

 :اّلیَ دس ًظش هی گیشينثشای ؽشط  -

 , , , ,c x y x y    0 0 0 0                                                    (6)  

 

 دستورالعمل حل مسئلً بً روش تفبضلات متىبٌی

تشتیت  ثَ  x ،y  ّtُبی دلیك هْسد ًظش سا ثَ اًذاصٍ ۀکبس ثشدى سّػ تفبضلات هتٌبُی، ًبدیَ ثشای ث

 :ؽًْذفْست ًوبيؼ دادٍ هی ذييايي ُش يک اص ًمبط ؽجکَ ث ثش ثٌب. کٌینتمغین هی x،y  ّtُبی دس جِت

 
; ;

, , ,..., ( ),..., ; , ,..., , ,...,

i j kx i x y j y t k t

i I n j m k

         

       01 2 1 1 2 1 2

 

nکَ دس آى  x 1 ّm y 1. 

سّ ّ هشکضی ثشای ُش  سّ، پظ کبس ثشدى تفبضلات هتٌبُی پیؼَ دس سّػ تمشيت تفبضلات هتٌبُی، ثب ث

ًتیجَ سا ( 3) ۀآّسين کَ دل تمشيجی اص هؼبدل دعت هیَ هؼبدلات تفبضلی هختلفی ث، (3) ۀای دس هؼبدل هؾتك پبسٍ

کبس ثشدى ايي هؼبدلات تفبضلی، عبصگبسی ّ پبيذاسی ايي هؼبدلات سا دس ًظش َ ثب ث ،پژُّؼايي دس . دٌُذ هی

ی آى ثَ دل هؼبدلَ يگشا ثیي عبصگبسی يک سّػ تفبضل هتٌبُی پبيذاس ّ ُن یهِو صيشا استجبط گیشين هی

 .ای هشثْط ّجْد داسد ديفشاًغیل پبسٍ
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اسصی لاکظ ُن ۀلضی
3

خطی  ۀهمذاس اّلی ای ثبَ کٌذ کَ اگش يک تمشيت تفبضل هتٌبُی ثَ هغئل یبى هیث [33] 

دّ هذذّديتی کَ ثشای ايي لضیَ . اعتلاصم ّ کبفی  گشايی ُنگبٍ پبيذاسی ثشای  خْػ ّضغ، عبصگبس ثبؽذ آى

 ؛همذاس اّلیَ ثبيذ خْػ ّضغ ثبؽذ ۀهغئل ،عت کَ اّلا  ، اييؽْدتْجَ  ثَ آىطْس دلیك َ سّد ّ ثبيذ ث کبس هیَ ث

کبس َ فمظ ثشای هغبئل خطی ث َلضی ،ُبی اّلیَ ّاثغتَ ثبؽذ ّ دّم ًْاخت ثَ دادٍ طْس يکَ يؼٌی دل هؼبدلَ ثبيذ ث

اص هؼبدلَ اعت ّ ثَ  یجْاث ّ ُبی هجضا ی اص جْاةاَ عت کَ هجوْػ ا ّيژگی هِن اص هؼبدلات خطی ايي. سّد هی

کٌٌذ کَ  تفبضلی هتٌبُی سا هؾخـ هی ۀؽکل ُوگٌی اص هؼبدل ،خطب ُبیَ لکَ جو ؽْد ايي دمیمت هٌجش هی

صيشا تب دذی پبيذاسی سّػ  .گیشی داسد چؾنايي لضیَ اُویت . صًذ ديفشاًغیل دادٍ ؽذٍ سا تمشيت هی ۀهؼبدل

سّػ يک کَ  ايي لاا هؼوْ. کٌذ کَ ثب هؼبدلَ دادٍ ؽذٍ عبصگبس ثبؽذ سا آعبى هی ّ ايي دُذ سا ًؾبى هی تفبضل هتٌبُی

لضیَ ُن اسصی لاکظ ثب گزؽتي اص . خیلی هؾکل اعتدُذ،  سا ًؾبى هیگشا  هشثْط ُن ۀتفبضل هتٌبُی دل هؼبدل

 .کٌذ سا ثبثت هی گشايی ُنايي ًیبص 

ًفْر ًبهبًب ؽبهل جولَ پخؼ هذْسی اص -ُوشفت ۀجب اص تمشيت تفبضلات هتٌبُی ثشای دل ػذدی هؼبدل دس ايي

، ايي ثشای اثجبت عبصگبسی ّ اعتهؼبدلَ هْسد ًظش خطی ّ خْػ ّضغ کٌین ّ چْى  اعتفبدٍ هی( 3) ۀهؼبدل

 .اعتکبفی ( 3) ۀُبی تفبضلات هتٌبُی اص هؼبدل پبيذاسی تمشيت

 تفبضلی بب استفبدي اس روش صزیح استبوذي ۀومبیص معبدل

ثب فشهْل +i,j,k) 3) ۀدس ًمطcy  سّ ّ ثب فشهْل تفبضلات هتٌبُی پیؼ (i,j,k) ۀدس ًمط t ای هؾتك پبسٍ   

هتٌبُی هشکضی  ثب فشهْل تفبضلاتi,j,k) )  ۀُن دس ًمط x  ّyدّم دس  ۀسّ ّ هؾتك هشتج تفبضلات هتٌبُی پظ

 [:31]، [34] ثب اعتفبدٍ اص سّػ فشيخ اعتبًذٍ داسين. ؽًْذ تمشيت صدٍ هی

   
   

, , , , , , , , , ,

k k k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j

u D D
c c c c c c c c c c

t y x y

  

    
                 

1 1 1
1 1 1 1 12 2

1
2 2  

ثب لشاس دادى
.u t

p
y





, ّ

   

. .D t D t
q

x y

 
 

 
2 xکَ 2 y   اعت، داسين: 

   , , , , , , ,

k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i jp c qc q c qc pc q c c 

    
         

1 1
1 1 1 1 11 1 4                      (7)  

,کَ ,...., , , ,.... , , , ,...i n j m k     01 1 1 2 01 2. 

 :کبس ثشدى ؽشايظ هشصی ّ اّلیَ داسينَ ثب ث

 :داسين j  ّkثشای ُش  (3)ۀ ثب تْجَ ثَ هؼبدل   -

,

k

n jc 1                                                                  (8)  

 :داسين i  ّkثشای ُش  (4)ۀ ثب تْجَ ثَ هؼبدل   -

3. Lax’s equivalence theorem 
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,

k

ic 0 0                                                                   (9)  

تفبضلات ت کبس ثشدى تمشيَ ايي ثب ث ثش عت، ثٌبدس ًظش گشفتَ ؽذٍ ا =30m ثشای دل ػذدی پژُّؼدس ايي    -

 :داسين i ّ kثشای ُش  (1) ۀهشکضی ّ ثب تْجَ ثَ هؼبدل

, ,

/

k kc c


11 9 1
0 2

                                                                                 (30)  

 :آّسيندعت هیَ ث kc11,ۀکَ دس ًتیجَ ثشای جول

, , /k kc c 11 9 0 2                                                     (33)  

ۀکَ اص جول
,kc11 کٌیندس دل ػذدی هؼبدلات اعتفبدٍ هی. 

 :داسينi  ّ jثشای ُش ( 6) ۀّ ثب تْجَ ثَ هؼبدل -

,i jc 0 0                                                                (31)  

 :گیشينًظش هی عَ تمشيت تفبضلی هختلف سا دس، (1) ثشای تمشيت ؽشط هشصی

-  (i )تمشيت ؽشط هشصی هؾتك ثب اعتفبدٍ اص فشهْل تفبضلات هتٌبُی هشکضی  

 :داسين (1) دّم ثشای تمشيت ؽشط هشصی ۀکبس ثشدى فشهْل تفبضلات هتٌبُی هشکضی هشتجَ ثب ث

 , ,

k k

j jc c
x

 


1 1

1
0 

 :داسين j  ّkاصای ُش کَ دس ًتیجَ ثَ

, ,

k k

j jc c 1 1                                                                (33)  

ۀّ دزف جول (7)ۀ دس هؼبدل  =0i ثب لشاس دادى
,

k

jc1 داسين (33)ۀ ثب اعتفبدٍ اص ساثط: 

   , , , , , ,

k k k k k k

j j j j j jp c q c qc pc q c c 

  
        

1 1
0 0 1 0 1 0 1 0 11 1 4 2                  (34)  

 :داسين (8)ۀ ّ ثب اعتفبدٍ اص ساثط (7)ۀ دس هؼبدل -3i=n دبل ثب لشاس دادى

   , , , , , ,

k k k k k k

n j n j n j n j n j n jp c qc q c pc q c c q 

        
         

1 1
1 2 1 1 1 1 1 1 11 1 4         (31)  

 :دعت آّسدَ ثتْاى  هیؽکل هبتشيغی سا ايي (  31)ّ ( 34)، (7) اکٌْى ثب اعتفبدٍ اص هؼبدلات

  , , , , , ,j k j k j k j k j kp c Ac pc q c c d    
       1 1 1 1 11  

 :ؽْدفْست هؼشفی هی ذييّ ث اعت n ۀهبتشيظ هشثؼی عَ لطشی اص هشتج Aکَ 

q q

q q q

A

q q q

q

   

  

 

    

  

1 4 2 0

1 4

0 1 4

1 q

 
 
 
 
 
 
 
 4
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d ّ
,j kc 1 ۀُن ثشداسُبی عتًْی اص هشتج  n ؽًْذفْست هؾخـ هی ذييُغتٌذ کَ ث: 

  , , , ,, ,..., , , ,...,
TT k k k

j k j j n jd q c c c c  

 
     

1 1 1
1 0 1 100 0  

(ii) سّ دٍ اص فشهْل تفبضلات هتٌبُی پظتمشيت ؽشط هشصی هؾتك ثب اعتفب  

 :داسين (1) ؽشط هشصی سّ ثشای تمشيت کبس ثشدى فشهْل تفبضلی پظَ ثب ث

 , ,

k k

j jc c
x

 


0 1

1
0 

 :داسين j   ّkاصای ُش  کَ دس ًتیجَ ثَ

, ,

k k

j jc c 1 0                                                               (36)  

iثب لشاس دادى 0 ۀّ دزف جول (7)ۀ دس هؼبدل 
,

k

jc1 داسين (36)ۀ ثب اعتفبدٍ اص ساثط: 

   , , , , , ,

k k k k k k

j j j j j jp c q c qc pc q c c 

  
        

1 1
0 0 1 0 1 0 1 0 11 1 3                 (37)  

 .داسين -3i=n سا ثشای( 31)ۀ طْس هؾبثَ ساثطَ ّ ث

 :ؽًْذفْست ًْؽتَ هی ذييدس ؽکل هبتشيغی ث(  37)ّ ( 31)، (7) هؼبدلات

  , , , , ,j k j k j k j k j kp c Ac pc q c c d    
       1 1 1 1 11  

 q)3-3 ) ّq1 ثَ( q4-3)ُن ثب تجذيل  Aاًذ ّ هبتشيظ ُوبى ؽکل لجلی تؼشيف ؽذٍ ثَ +d ّ 3cj,kُبی  کَ هبتشيظ

 .آيذدعت هیَ ث (i)هؼشفی ؽذٍ دس  Aدس عطش اّل اص هبتشيظ  qثَ 

(iii) سّ ٍ اص فشهْل تفبضلات هتٌبُی پیؼتمشيت ؽشط هشصی هؾتك ثب اعتفبد 

                                :داسين (1) ثشای تمشيت ؽشط هشصیسّ  کبس ثشدى فشهْل تفبضلی پیؼَ ثب ث

 , ,

k k

j jc c
x

 


1 0

1
0 

 :داسين  j   ّkاصای ُش  کَ دس ًتیجَ ثَ

, ,

k k

j jc c0 1                                                                   (38)  

ّ دزف( 7) ۀدسهؼبدل =3i ثب لشاس دادى
,

k

jc0 داسين( 38) ۀثب اعتفبدٍ اص ساثط: 

   , , , , , ,

k k k k k k

j j j j j jp c q c qc pc q c c 

  
        

1 1
1 1 2 1 1 1 1 1 11 1 3              (39)  

دس ؽکل هبتشيغی ( 39)ّ  (31)، (7) هؼبدلات. داسين -3i=n سا ثشای( 31)ۀ هؾبثَ ساثط طْسَ ّ ث

 :ؽًْذفْست ًْؽتَ هی ذييث

  , , , , ,j k j k j k j k j kp c Ac pc q c c d    
       1 1 1 1 11  

ُن  +d ّ 3cj,kثشداسُبی . اعت -3n ۀثب ايي تفبّت کَ اص هشتج اعت (ii)دس  Aُوبى هبتشيظ  Aکَ هبتشيظ 

 :ؽًْذفْست هؾخـ هی ذييثشداسُبی عتًْی اص ُوبى هشتجَ ُغتٌذ کَ ث

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 n

de
a1

0.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

25
-1

1-
01

 ]
 

                             5 / 18

https://ndea10.khu.ac.ir/jsci/article-1-1636-fa.html


 ػطبئی ػظین اهیي                                        عبصی ػذدی فشآيٌذ اًتمبل جشم اکغیژى دس ثغتشُبی هْيشگ اًغبى پخؼ هذْسی ؽجیَ

 

787 

  , , , ,, , ,...., , ,...,
TT k k k

j k j j n jd q c c c c  

 
     

1 1 1
1 1 2 1000  

دعت آّسدى همبديشَ دس ايي ثخؼ، ثؼذ اص دل دعتگبٍ ّ ث
, , ,, ,...,k k k

j j n jc c c  



1 1 1
1 2 :دُین لشاس هی ،1

, ,

k k

j jc c 1 1
0 1 

 روش حل عذدی.  7

هطشح ؽذ،  4کَ دس ثخؼ  (iii)ّ ( ii)، (i)دعت آهذٍ دس ُش يک اص عَ دبلت َ ثب تْجَ ثَ هؼبدلات تفبضلی ث

همبديش
,

k

i jc 1 ُبی لجلی ثب افضايؼ  سا ثب اعتفبدٍ اص همبديش هؼلْم دس صهبىk ثشای m,...,3,1j= هذبعجَ تْاى  هی

اًذ ّ عپظ هذبعجبت ثشای عطْح صهبًی ثؼذی  دس يک عطخ صهبًی هذبعجَ ؽذٍ cهمبديش  ۀثبس ُو يؼٌی يک ؛کشد

,:يبثذ تب صهبًی کَايي فشآيٌذ اداهَ هی. اعت تکشاس ؽذٍ ,

n m
k k

i j i j

i j

c c 

 

  1

0 0

 .خطبی هجبص اعتکَ 

ًؾبى دادٍ ؽذٍ  1ّ  3ُبی  ذّلدس ج (iii)ّ ( ii)ُبی  دعت آهذٍ دس دبلتَ ًتبيج هشثْط ثَ هؼبدلات تفبضلی ث   

 .اعت

 بزرسی خطبی بزضی و سبسگبری.  7

 :گیشيندس ًظش هی ،ؽذ ثیبى 4سا کَ دس ثخؼ  (3)ۀ تفبضلی هشثْط ثَ هؼبدل ۀهؼبدل

   
, , , , , , , , , , ,( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j

u D D
F c c c c c c c c c c c

t y x y

  

    
                  

1 1 1
1 1 1 1 12 2

1
2 2

 

چْى
, , ( )k k

i j i jT F c ،ثب لشاس دادىايي  ثش ثٌب, ,h x r y s t         کبس ثشدى عشی تٌضدٍ تیلشَ ّ ث 

 :داسين [36]

, ( ) ( ) ( ) ( )k

i j t tt y yy xx xxxx yy yyyy

s r h r
T c c O s u c c O r D c c O h D c c O r

    
               

     

2 2
2 2 4 4

2 2 12 12
 

 :ايي داسين ثش ّ ثٌب

, ( ) ( ) ( ) ( ),k

i j t y xx yyT c uc D c c O s O r O h       2  

 :سّ داسين اعت اص ايي (3)ۀ همذاس دلیك اص هؼبدل cّ چْى 

, ( ) ( ) ( )k

i jT O s O r O h   2  

,ّ ّلتی ,h r s      0 0 کَگبٍ داسين  آى 0
,i jT 0. 

)ۀعبصگبس اعت ّ خطب اص هشتج (3)ۀ تفبضلی هؼشفی ؽذٍ ثب هؼبدل ۀايي هؼبدل ثش ثٌب ( ) )O t y x    2

 .اعت 

 بزرسی پبیذاری. 7

 :گیشين سا دس ًظش هی 4تفبضلی هؼشفی ؽذٍ دس ثخؼ  ۀؽکل هبتشيغی اص هؼبدل   

  , , , , ,j k j k j k j k j kp c Ac pc q c c d    
       1 1 1 1 11                           (10)  
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 :داسين( 10) ۀدبل اصهؼبدل. اًذ هؼشفی ؽذٍ 4دس ثخؼ  d  ّcj,k+1ّ ثشداسُبی  Aکَ هبتشيظ 

'

, , , , ,j k j k j k j k j kc Bc p c q c c f    
       1 1 1 1 1                          (13)  

کَ دس آى     . , . , .q q p p p p B A p
  

          
1 1 1

1 1 1ّ .f d p


 
1

1. 

اثتذا . کٌینجب يک ؽشط پبيذاسی هٌبعت سا ثشای هؼبدلَ تفبضلی دًجبل هی ، دس ايي[33] پبيذاسیثب تْجَ ثَ هفِْم 

*فْست َث cj,kثب دس ًظش گشفتي يک اختلال کْچک ثشای 

,j kcداسين: 

*

, , ,j k j k j ke c c                                                                   (11)  

 :داسين (13)ۀ دس هؼبدل =0k ثب لشاس دادى

, , , , ,j j j j jc Bc p c q c c f  
        1 0 11 10 10                         (13)  

 :داسين (13)ۀ دس هؼبدل =3j ثب لشاس دادى

, , , , ,c Bc p c q c c f        11 10 01 00 2 0                                  (14)  

 :آّسين دعت هیَ ث (11)ۀ ثب تْجَ ثَ ساثط (14)ۀ ثشای هؼبدل

       * * * * *

, , , , , , , , , ,c c B c c p c c q c c c c f f            
 11 11 10 10 01 01 00 00 2 0 2 0  

 :ّ دس ًتیجَ داسين

, , , , ,e Be p e q e e       11 10 01 00 2 0                                    (11)  

 :داسين kايي ثشای ُش  ثش اًذ، ثٌبهؼلْم cهمبديش  =0j کَ دس دلیل ايي ثَ

, .ke 0 0  

 :آّسيندعت هیَ ث (11)ۀ پظ ثشای هؼبدل

, , ,e Be q e 11 10 2 0
 

 :ّ داسين =1j لشاس هی دُین( 13) ۀدبل دس هؼبدل

, , , , ,c Bc p c q c c f        2 1 2 0 11 10 3 0                        (16)  

 :داسين (11) ۀثب تْجَ ثَ هؼبدل (16)ۀ ّ ثشای هؼبدل

       * * * * *

, , , , , , , , , ,c c B c c p c c q c c c c f f            
 2 1 2 1 2 0 2 0 11 11 10 10 3 0 3 0  

 ايي ثش ّ ثٌب

, , , , , , , , , ,e Be p e q e e Be p Be p q e q e e                   2 1 2 0 11 10 3 0 2 0 10 2 0 10 3 0  

 :داسين jثب اعتمشای سيبضی سّی 
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, , , , , ,

, , , , ,

... ( ) [ ] ...

( ) [ ] ( )

j

j j j j j

j j

j j

e Be p Be p Be p q e e

p q e e p q e q e e



 

 

 

          

           

1
1 0 10 10 2 0 0

2 1
10 3 0 2 0 10 10

 

 :دٍ اص ًتیجَ اعتمشا خْاُین داؽتاعتفب ّ( 13) ۀدسهؼبدل =3k ايي ثب لشاس دادى ثش ثٌب

, , , , , ,

, , , , ,

... ( ) [ ] ...

( ) [ ] ( )

j

j j j j j

j j

j j

e Be p Be p Be p q e e

p q e e p q e q e e



 

 

 

          

           

1
2 1 11 11 2 1 1

2 1
11 3 1 2 1 11 11

 

 :داسين  kدبل ثب دس ًظش گشفتي اعتمشا سّی 

, , , , , ,

, , , , ,

... ( ) [ ] ...

( ) [ ] ( )

j

j k j k j k k j k j k

j j

k k k j k j k

e Be p Be p Be p q e e

p q e e p q e q e e



  

 

 

          

           

1
1 1 1 2

2 1
1 3 2 1 1

               (17)  

3e,k+ 3 ُبی فْست ثب عتْى ذييهبتشيغی ثej,k+ اعت: 

, , ,, ,...,k k k J ke e e e   
   1 1 1 2 1 1  

.،(17)ۀ اص دّ طشف ساثط
1

 :داسين ايي ثب تْجَ ثَ خبفیت ًشم ثش ثٌب [.37] گیشينهی 

, , , , , ,

, , , , ,

...

...

j

j k j k j k k j k j k

j j

k k k j k j k

e B e p B e p B e p q e e

p q e e p q e q e e



  

 

 

         
 

           
   

1

1 1 1 21 1 1 11 1 1 1 1

2 1

1 3 2 1 11 1 1 1 1

   (18)  

 :داسين Mخْاٍ  چْى ثشای ُش هبتشيظ دل

,max i j
j

i

M M 1
 

 :تْاى ًْؽت هی( 18)ًشم هبتشيغی، ثشای  ۀپظ ثب تْجَ ثَ ايي تْضیخ دسثبس

   ,

n n

j k k k

n n

e B p e q p e
 



 

    1 1 1 11
0 0

2  

 :آّسين دعت هیَ ّ دس ًتیجَ ث

 , ( )
n

j k k

n

e B q p e






   1 1 11
0

2                                        (19)  

کَ دس آى
,maxk j ke e

1 1 
 :ُن خْاُین داؽت( 19)ايي اص هبًذٍ  ثش ّ ثٌب

 ( )
n

k k

n o

e B q p e






   1 1 1 1
2                                   (30)  

3p چْى  ، داسينؽْد ّ گشا هی ُن( 30)عشی ٌُذعی دس: 

( )k k

B q
e e

p







1
1 1 1

2

1
                                            (33)  

 :خْاُین داؽت( 33)ثب فشهْل ثبصگؾتی ثشای 
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( )k

k

B q
e e

p










11
1 01 1

2

1
 

 :ؽشط ثبيذ ثشلشاس ثبؽذايي ايي ثشای پبيذاسی اص ايي فشآيٌذ تفبضلی  ثش ثٌب

B q

p






1
2

1
1

 

 :ْس هؼبدل ثبيذ داؽتَ ثبؽینطَ ّ يب ث

B q p   
1

2 1                                                (31)  

,آيذ ّ همبديش دعت هیَ ايي ؽشط لاصم ّ کبفی ثشای پبيذاسی اص هؼبدلات تفبضلی ث ثش ثٌب ,t y x     دسp  ّq 

طْس هؾبثَ ايي خبفیت سا َ ث 8دس ثخؼ . ثشلشاس ثبؽذ (31) ثبيذ طْسی دس ًظش گشفتَ ؽًْذ کَ دس ًِبيت ؽشط

.ثشای
2

 .[37] اين ًؾبى دادٍ 

 

 تفبضلی بب استفبدي اس روش کلاسیک ضمىی لاتزووه ۀومبیص معبدل

 [:39]، [38]اعت فْست  ذييث (3)ۀ تفبضلی سّػ لاتشًّي ثشای دل تمشيجی اص هؼبدل ۀهؼبدل   

   
 

 
 

 , , , , , , , , , ,

k k k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j

u D D
c c c c c c c c c c

t y x y

     

            
   

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 12 2

1
2 2  

ثب لشاس دادى
u t

p
y





 ّ
   

D t D t
q

x y

 
 

 
2 xکَ 2 y   ،داسين: 

   , , , , , , .

k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i jqc p q c qc q c q c c pc   

    
           

1 1 1 1
1 1 1 1 11 2 1 2                 (33)  

 .ُغتٌذ =n-...,3 ,0=i، m,...,3,1j= ّ ...,0,3k,3 کَ

دس ًظش گشفتَ ؽذ، ثشای  4دس ثخؼ  (1) ُبی تفبضلی هختلف کَ ثشای ؽشط هشصی دبل ثب تْجَ ثَ تمشيت

 :گیشينُب سا دس ًظش هی دبلتايي  ،(33)هؼبدلَ تفبضلی 

 (i)0 لشاس هی دُین (33)ۀ دس هؼبدلi= ينداس( 33) ۀساثط ّ ثب اعتفبدٍ اص: 

   , , , , , ,

k k k k k k

j j j j j jp q c qc q c q c c pc  

  
         

1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 0 11 2 2 1 2               (34)  

 :داسين (8)ۀ ّ اعتفبدٍ اص ساثط (33)ۀ دس هؼبدل -3i=n دبل ثب لشاس دادى

   , , , , , .

k k k k k k

n j n j n j n j n j n jqc p q c q c q c c pc q  

        
           

1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 11 2 1 2               (31)  

 :داسين( 31)ّ ( 34)، (33) اکٌْى ثب اعتفبدٍ اص هؼبدلات

 , , , , ,j k j k j k j k j kAc q c q c c pc d    
       1 1 1 1 11 2  

  :فْست هؼشفی هی ؽْد ذييّ ث اعت n ۀهبتشيظ هشثؼی عَ لطشی اص هشتج Aکَ 
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p q q

q p q q

A

q

   

    

    

  

1 2 2 0

1 2

0 1 p q q

q p q

 
 
 
 
 

   
     

2

1 2

 

d ّ 3cj,k+ ۀثشداسُبی عتًْی اص هشتج n ؽًْذ فْست هؾخـ هی ذييُغتٌذ کَ ث: 

  , , , ,, ,...., , , ,..., .
T k k k T

j k j j n jd q c c c c  

 
     

1 1 1
1 0 1 100 0  

(ii) 0 دُین لشاس هی (33)ۀ دس هؼبدلi= داسين( 36)ۀ ّ ثب اعتفبدٍ اص ساثط: 

   , , , , , ,

k k k k k k

j j j j j jp q c qc q c q c c pc  

  
         

1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 0 11 2 1 2                    (36)  

 :داسين( 36)ّ( 31)، (33) اکٌْى ثب اعتفبدٍ اص هؼبدلات. داسين -3i=n سا ثشای (31)ۀ طْس هؾبثَ ساثطَ ّ ث

 , , , , ,j k j k j k j k j kAc q c q c c pc d    
       1 1 1 1 11 2  

 .آيذ دعت هیَ ث (i)دس  Aدس عطش اّل اص هبتشيظ  qثَ  q1ُن ثب تجذيل  Aّ هبتشيظ 

(iii) 3 ثب لشاس دادىi= داسين (38)ۀ ّ اعتفبدٍ اص ساثط (33)ۀ دس هؼبدل: 

   , , , , , ,

k k k k k k

j j j j j jp q c qc q c q c c pc  

  
         

1 1 1
1 2 1 1 1 1 1 1 11 1 2             (37)  

 :ؽًْذفْست ًْؽتَ هی ذييدس ؽکل هبتشيغی ث( 37)ّ ( 31)، (33) هؼبدلات

 , , , , ,j k j k j k j k j kAc q c q c c pc d    
       1 1 1 1 11 2  

ُن  +d ّ3cj,kثشداسُبی . اعت -3nۀ ثب ايي تفبّت کَ اص هشتج اعت  (ii)دس  Aُوبى هبتشيظ  Aکَ هبتشيظ 

 .ًذاهؼشفی ؽذٍ (ii)اًذ کَ دس ثشداسُبی عتًْی اص ُوبى هشتجَ

دعت آّسدى همبديشَ دس ايي ثخؼ ثؼذ اص دل دعتگبٍ ّ ث
, , ,,..., ,k k k

n j j jc c c  



1 1 1
1 2 :دُین لشاس هی  1

, ,

k k

j jc c 1 1
0 1. 

 روش حل عذدی. 7

اص هؼبدلات ججشی خطی  یهطشح ؽذ، دعتگبُ 1کَ دس ثخؼ  (iii)ّ ( ii)، (i)دس ُش يک اص عَ دبلت   

 :دعت آهذٍ اعتَ ث فْست ذييث

, , . , ,( )j k j k j k j k j kAc q c q c c pc d    
       1 1 1 1 11 2                         (38)  

طْس هغتمین ثب َ ايي دعتگبٍ سا ثتْاى  ايي هی ثش ثٌب. چٌیي دعتگبُی ثشای دل ًیبصهٌذ تکٌیک ػذدی اعت

تْاى ايي دعتگبٍ سا ثب اعتفبدٍ  دس دبلت کلی هی. دکشاعتفبدٍ اص سّػ دزفی گْط ثشای يک صهبى دادٍ ؽذٍ دل 

ُب  ايي سّػ. عبيذل ّ سّػ فْق تخفیف هتْالی دل کشد-، هبًٌذ سّػ گْط[10] ای ُبی تکشاس ًمطَ اص سّػ

ايي دلت هشثْط ثَ همذاس. کٌٌذهی ةمطَ ؽجکَ ايجبدس ُش ً cسا ثشای همذاس  صيبدیدلت 
,

k

i jc 1 ۀکَ دس هؼبدل اعت 

 .هجِْل اعتؽذٍ اعتفبدٍ 
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يک سّػ تکشاس عطشی، تکشاسُبی . [13] آيذ هیدعت َ ُبی تکشاس عطشی ث سّػ بتش ث عشيغ گشايی ُن

فْست عَ َ اص هؼبدلات ججشی عبدٍ ث ای هجوْػَ ػٌْاى طْس کلی ثََ کٌذ ّ ث هتْالی سا دس ؽکل ضوٌی تْلیذ هی

تکشاس عطشی ثشای دل دعتگبُی  یجب سّؽ دس ايي. [11] دُذ لطشی، اعتفبدٍ اص الگْسيتن تْهبط سا اجبصٍ هی

کبس سفتَ اعت ّ دس آى اص فْست عَ لطشی هجوْػَ هؼبدلات تْلیذ ؽذٍ دس َ ث (38) اص هؼبدلات ججشی

دس  (38)ۀ اص هؼبدل cدعت آّسدى همبديش َ دس سّػ تکشاس عطشی ثشای ث. ْدتکشاسُبی هتْالی اعتفبدٍ هی ؽ

 ثشای jؽْد کَ ثب افضايؼ  اعتفبدٍ هی y=yjدس ًمبط عطشی   cام، اص تکشاسُبی ثؼذی همبديش +k)3) عطخ صهبًی

n,...,3,1=j همبديش ثؼذی ،c آيٌذدعت هیَ ث. 

 :آّسيندعت هیَ ّ ث دُینلشاس هی  k=0 ،(38)ۀ ايي دس آغبص دس هؼبدل ثش ثٌب

, , , , ,( )j j j j jAc q c q c c pc d  
       1 0 10 10 111 2                            (39)  

 :داسين (39)ۀ دس هؼبدل=j 3 ثب لشاس دادى

, , , , ,( )Ac q c q c c pc d       11 10 00 2 0 011 2  

 c 3,3 اًذ ّ فمظ همبديش اؽبسٍ ؽذ، هؼلْم ّ هشصی کَ لجلاا  َثب تْجَ ثَ ؽشايظ اّلی 0,0c، 3,0c، 1,0c ّ 0,3c همبديش   

يک هبتشيظ  Aداسين ّ هبتشيظ ضشايت (   m=nکَ (هجِْل  mهؼبدلَ ّ  nاص  یدس دمیمت دعتگبُ. اًذ هجِْل

 ،(39)  ۀدبل دس هؼبدل. آيٌذدعت هیَ ثc 3,3 الگْسيتن تْهبط، همبديش ثشداس ثبثب دل ايي دعتگبٍ . عَ لطشی اعت

1j= ايي داسين ثش دُین ّ ثٌبلشاس هی : 

, , , , ,( )Ac q c q c c pc d       2 1 2 0 10 3 0 111 2  

 ثٌب. اًذًیض دس ثبلا هذبعجَ ؽذٍ c 3,3 آيٌذ ّ همبديش دعت هیَ ثب تْجَ ثَ ؽشط اّلیَ ث 3,0c، 1,0c ّ 3,0c ثشداسُبی   

 1,3c داسين کَ ثب دل آى، همبديش Aهجِْل ثب هبتشيظ ضشايت   nهؼبدلَ ّ  nايي ثبص ُن يک دعتگبٍ اص  ثش

اداهَ   j=nايي سًّذ سا تب . آيٌذ هی دعت ثَُبی هختلف  jثشای   ,3cj اداهَ ايي سّػ دل، همبديشثب . آيٌذدعت هیَ ث

t.صهبى  دس cفْست همبديش  دس ايي. دُینهی t 1  دس ًمبط(xi, yj )3 ثشایn-,...,0,3=i ّ n,...,3,1=j 

 :دُین ّ داسينلشاس هی =3k ،(38)ۀ دبل دس هؼبدل. آيٌذ هی دعت ثَ

, , , , ,( )j j j j jAc q c q c c pc d  
       2 1 11 11 1 21 2                           (40)  

 :داسين (40)ۀ دس هؼبدل =3j ثب لشاس دادى

, , , , ,( )Ac q c q c c pc d       1 2 11 01 2 1 0 21 2                                     (43)  

 ثش ثٌب. آيٌذ هی دعت ثَُن ثب تْجَ ثَ ؽشايظ هشصی  0,3c ّ 0,1c اًذ ّ همبديشآهذٍ دعت ثَاص ثبلا  3,3c ّ 1,3c همبديش

 .ؽًْذهؾخـ هی  3,1c ايي ثب دل دعتگبٍ عَ لطشی، همبديش ثشداس

 :ايي داسين ثش دُین ّ ثٌب لشاس هی =1j ،(40)ۀ دبل دس هؼبدل

, , , , ,( )Ac q c q c c pc d       2 2 2 1 11 3 1 1 21 2                                   (41)  
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دس . آيٌذهی دعت ثَ 1,1c اًذ ّ ثب دل دعتگبٍ عَ لطشی، همبديش همبديش هؼلْم ۀُو، (41)ۀ دس طشف ساعت هؼبدل

t.دس صهبى  cًِبيت همبديش  t 2  دس ًمبط(xi, yj) ثشای n,...,0,3=i ّ n,...,3,1=j َآيٌذهی دعت ث. 

دس ُش عطخ صهبًی ثب دل يک دعتگبٍ عَ گبٍ  دُین آى اداهَ n,...,3,1=j ثشای kاگش فشآيٌذ ثبلا سا ثب افضايؼ 

,تْاى همبديش لطشی اص هؼبدلات خطی، هی

k

i jc 1
دس يک عطخ صهبًی  cهمبديش  ۀثبس ُو يؼٌی يک. سا هذبعجَ کشد

يبثذ تب صهبًی ايي فشآيٌذ اداهَ هی. ُبی صهبًی ثؼذی تکشاس ؽذٍ اعت اًذ ّ عپظ هذبعجبت ثشای عطخ هذبعجَ ؽذٍ

 :کَ

, .

n n
k k

i j i j

i j

c c 

 

  1

0 0

 

 .خطبی هجبص اعت کَ

 .اعت ًؾبى دادٍ ؽذٍ 3، دس جذّل (ii)دس دبلت  1آهذٍ اص ثخؼ  دعت ثًَتبيج هشثْط ثَ هؼبدلات تفبضلی    

 بزرسی خطبی بزضی و سبسگبری. 7

 :گیشين سا دس ًظش هی 1دس ثخؼ ( 3) ۀتفبضلی هشثْط ثَ هؼبدل ۀهؼبدل

, . , . , . , ,

. , ,

( ) ( ) ( )
( )

( )

k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i j i j

k k k

i j i j i j

u D
F c c c c c c c c

t y x

D
c c c

y

     

  

 

          

    

1 1 1 1 1 1
1 1 12

1 12

1
2

2  

چْى
, , ( )k k

i j i jT F c، ايي ثب لشاس دادى  ثش ثٌب, ,h x r y s t     ّ داسين [36] ثشدى عشی تٌضدٍ تیلشکبس َ ث: 

, ( ) ( ) ( )

( )

k

i j t tt y yy xx xxxx

yy yyyy

s r h
T c c O s u c c O r D c c O h

r
D c c O r

  
          

   

 
   

 

2
2 2 4

2
4

2 2 12

12

 

 :ايي داسين ثش ّ ثٌب

, ( ) ( ) ( )k

i j t y xxT c uc Dc O s O r O h      2  

 :سّ داسين اعت، اص ايي (3)ۀ همذاس دلیك هؼبدل cچْى 

, ( ) ( ) ( )k

i jT O s O r O h   2  

,0 ّ ّلتی s 0 ,r 0h ، 0 گبٍ داسين کَ آى
,i jT .  

) ۀهشتج اص خطب ّ اعت عبصگبس (3) ديفشاًغیل ۀهؼبدل ثب ؽذٍ هؼشفی تفبضلی ۀايي هؼبدل ثش ثٌب ( ) )O t y x    2

 .اعت

 بزرسی پبیذاری. 7

 :گیشين سا دس ًظش هی( i)، 1تفبضلی هؼشفی ؽذٍ دس ثخؼ  ۀؽکل هبتشيغی اص هؼبدل
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, , , , ,( )j k j k j k j k j kAc q c q c c pc d    
       1 1 1 1 11 2                        (43)  

 :داسين (43) دبل اص. اًذ هؼشفی ؽذٍ( i)، 1دس ثخؼ  +d ّ 3cj,kّ ثشداسُبی  Aکَ هبتشيظ 

, , , , ,j k j k j k j k j kc Bc C c c Dc f    
      1 1 1 1 1                            (44)  

.کَ  , . , ( ).D p A C q A B q A     1 1 11 2 ّ.f d A  .ُغتٌذ1

 :داسين 3.4ثب تْجَ ثَ ثخؼ 

, , ,j k j k j ke c c                                                    (41)  

 :ديذين، داسين 3.4هؾبثِی کَ دس ثخؼ  ۀدس هشتج

, , , , , , , ,

, , , , , ,....

j k j k j k j k j k j k j k j k

j j j

j k j k k k k k

e Be C e e DBe DC e e D Be

D C e e D Be D C e e D e

     

 

  

            

           

2
1 1 1 1 2 2

2 1 1
3 1 1 0 2 0 1

         (46)  

  :داسين (46) ُب ثشای کبس ثشدى خبفیت ًشمَ ثبؽذ ّ ثب ث +3ej,k ُبی يک هبتشيظ ثب عتْى +3ej,k کَ ثب فشك ايي

(17) 

, , , , , , ,

, , ,

, , , ,

j k j k j k j k j k j k j k

j k j k j k

j j j

k k k k

e B e C e e D B e D C e e

D B e D C e e

D B e D C e e D e

    

  

 



        
   

   
 

     
 

1 1 1 1 21 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1

2 2

2 3 11 1 1 11 1 1

1 1

1 0 2 0 11 1 1 1 11 1 1 1

 

maxk,دبل اگش لشاس دُین j ke e
1 1

: داسين (4) ثب تْجَ ثَ ؽشط هشصی. 
,ke 0 1

 (47) ايي اص ثش ثٌب ،0

 :آّسينهی دعت ثَ

n n

k k k

n n

e B D e C D e
 



 

  1 1 1 1 1 1 1 1
0 0

2  

 :ّ دس ًتیجَ داسين

( )
n

k k

n

e B C D e






  1 1 1 1 1 1
0

2                                               (48)  

Dدبل اگش  
1

 :گشاعت ّ داسين ُن (48) گبٍ عشی ٌُذعی آى ،1

k k

B C
e e

D


 
  
  

1 1
1 1 1

1

2

1
 

 :ّ ثب فشآيٌذ ثبصگؾتی داسين
k

k

B C
e e

D





 
  
  

1

1 1
1 01 1

1

2

1
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ايٌغت کَ (43) ايي ؽشط لاصم ّ کبفی ثشای پبيذاسی دعتگبٍ تفبضلی ثش ثٌب
B C

D






1 1

1

2
1

1
ّ دس ًتیجَ ؽشط 

 ايٌغت کَ  گشايی ُنلاصم ّ کبفی 

.B C D  
1 1 1

2 1                                                (49)  

 

 تحقیق عذدی

يک هذل سيبضی ًبهبًب ثشای فشآيٌذ اًتمبل جشم اکغیژى دس ثغتشُبی هْيشگ اًغبى ثب  ،پژُّؼدس ايي 

دس . سّػ تفبضلات هتٌبُی پشداختین پخؼ هذْسی اسائَ ؽذٍ، ّ ثَ دعتْسالؼول دل ػذدی هغئلَ ثَ ۀافضّدى جول

دس اثتذا . سّػ تفبضلی دس ًظش گشفتَ ؽذَ عَ دبلت ثشای تمشيت ؽشط هشصی هؾتك ث ُب، کبس ثشدى سّػَ ث

ّ دس دبلت عْم سّ  ؽشط هشصی هؾتك ثَ سّػ تفبضلات هتٌبُی هشکضی ّ عپظ ثَ سّػ تفبضلات هتٌبُی پظ

سّػ تفبضلی فشيخ اعتبًذٍ  دس اّلیي سّػ تفبضلی،. سّ تمشيت صدٍ ؽذ سّػ تفبضلات هتٌبُی پیؼ ُن ثَ

تمشيت ؽشط هشصی هؾتك  (iii)ّ  (ii)ُبی  آهذٍ اص ايي سّػ دس دبلت دعت ثَکبس سفتَ اعت ّ ًتبيج ػذدی َ ث

ُب،  داسای عبصگبسی ّ پبيذاسی ًغجت  دس ايي دبلت ايي سّػ. آهذٍ اعت 1ّ  3ُبی  تشتیت دس جذّل ثَ ثیبى ؽذٍ،

 .اعتثَ هغئلَ افلی 

دبلت  کَ ًتبيج دل اص ايي سّػ دساعت سّػ ضوٌی لاتشًّي   اعت ؽذٍسّػ تفبضلی ثؼذی کَ اعتفبدٍ    

(ii ) ًؾبى دادٍ ؽذٍ اعت کَ ايي سّػ ًیض داسای عبصگبسی ّ پبيذاسی ًغجت ثَ هغئلَ . آهذٍ اعت 3دس جذّل

/ُبی تفبضلی همبديش دس توبهی ايي سّػ. اعتی افل , / , /t y x     0 005 0 1 0  ؽذٍ دس ًظش گشفت1َ

 .اعت

 وتیجً

فشآيٌذ اًتمبل اکغیژى دس ثغتشُبی هْيشگ اًغبى اسائَ ؽذ  ثشسعی، يک هذل سيبضی ًبهبًب ثشای همبلَدس ايي 

پخؼ هذْسی ثَ ايي  ۀثب افضّدى جول. کَ دس آى هْيشگ يک ؽجکَ دّ ثؼذی دس ؽکل ثذّى ثؼذ فشك ؽذٍ اعت

طْس ػذدی َ سعین کَ ث ای ثب ؽشايظ اّلیَ ّ هشصی هی ديفشاًغیل پبسٍ ۀثَ ؽکلی اص يک هؼبدل هذل سيبضی،

دٌُذ کَ هؼبدلات تفبضلی هختلفی کَ دس  آهذٍ ًؾبى هی دعت ثًَتبيج . هتٌبُی دل ؽذٍ اعتسّػ تفبضلات  ثَ

) عبًی ُغتٌذ کَ ثشاثش تؾشيخ ؽذًذ، ُوگی داسای دلت يک 1 ّ 4ُبی  ثخؼ
1

( ( )O t y x   ثشای . اعت

گشا  خْثی ُن پبيذاسًذ ّ ًتبيج ثَ کبس سفتََ ؽشايظ پبيذاسی، ديذين کَ هؼبدلات ًوبيؼ دادٍ ؽذٍ ثشای ُش دّ سّػ ث

 .هٌظْس ؽذٍ اعت t=001/0 پبيذاسی هؾِْد ثشایثذيي عجت . ُغتٌذ

ؽْد کَ ثَ تکٌیکی ثشای دل ايي  اص هؼبدلات ججشی هٌجش هی یثٌذی تفبضلات هتٌبُی ثَ دعتگبُ فشهْل

ُبی تکشاس  سّػ ثبچٌیي دعتگبُی سا . اعتايي دعتگبٍ داسای هبتشيظ ضشايت عَ لطشی . دعتگبٍ ًیبص داسين

 .ای خیلی کٌذ اعت ُبی تکشاس ًمطَ اص سّػ گشايی ُندل کشد ّلی تْاى  هیای  ًمطَ
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ُب ثب اعتفبدٍ اص  ايي سّػ .کٌین بدٍ هیعطشی اعتف ُبی تکشاس سّػ اص تش عشيغ گشايی ُنثشای سعیذى ثَ 

ثب اعتفبدٍ اص ايي تکٌیک، دعتگبٍ هؼبدلات دس . سعٌذ هبتشيظ ضشايت عَ لطشی ّ الگْسيتن تْهبط ثَ جْاة هی

هؼبدل ثب لضیَ . ؽْد خْاُذ ثْد کَ دس سايبًَ رخیشٍ هی cُش عطش ثشای يک صهبى ثبثت داسای يک هجِْل 

ايي عبصگبسی ّ پبيذاسی ايي هؼبدلات  ثش ثٌب. آيٌذ هی دعت ثَُبی دل ػذدی  تکٌیکُبی سيبضی اص  لاکظ، اثجبت

 .ؽذثشسعی 

x 3/0 صهبًی ثبۀ فبفل 30هذبعجبت اًجبم ؽذٍ ثشای   دس جِت هثجتx ّ 3/0y    دس جِت هثجتy 

 .اًذ تش ُن آصهبيؼ ؽذٍ ُبی صهبًی کْچک ُب دتی ثشای گبمَ ثشًبه. ُغتٌذ tّ گبم صهبًی هٌبعت دس جِت 

ای عِوْی  تْاًذ ثشای دل ُش دعتگبٍ خطی اص هؼبدلات ديفشاًغیل پبسٍ جب هی تکٌیک ؽشح دادٍ ؽذٍ دس ايي

ًیض ػلاٍّ ديذٍ ؽذٍ اعت کَ ايي تکٌیک دس دل هؼبدلات ؽبهل جولَ پخؼ هذْسی َ ث. دؽًْفْر اعتفبدٍ -ُوشفت

 .دُذ جْاة هیخْثی  ثَ

 7L ,7L, L ٌبی سبسی ضذي بب استفبدي اس وزم بزرسی خطبی معبدلً ضبیً

 ،=u، 14/0D=4/0 ُبیَ فشضی ثَ تْجَ ثب ،جب آهذٍ دس ايي دعت ثَ ًتبيج ػذدی

/ , / , /t y x     0 005 0 1 0  .=01/0p= ّ 31/0q :ثب ايي همبديش اّلیَ داسين. اًذآهذٍ دعت ثَ 1

 :دس ثشسعی پبيذاسی سّػ فشيخ اعتبًذٍ داسين -

/

/

/

B

B

B








1

2

0 745098

0 74247

0 745098

 

 :داسين (31)ثب تْجَ ثَ ؽشط پبيذاسی   ،هزکْسًتبيج اص ايي  ثش ثٌب

/

/

/

B q p

B q p

B q p


    

    

    

1

2

2 0 99999996 1

2 0 997372 1

2 0 99999996 1

 

 .ؽْد ثبثت هی عبدگی ثًَیض   (iii) ،4ّ ثشای دبلت  اعت  (ii)،4ايي ًتبيج هشثْط ثَ دبلت  :تذکز

 :داسين (49) دس سّػ کلاعیک ضوٌی لاتشًّي ثب تْجَ ثَ ؽشط پبيذاسی   -

/ / ; /

/ / ; /

/ / ; /

B C D

B C D

B C D
  

     

     

     

1 1 1

2 2 2

0 745098 0 117647 0 0196078

0 743145 0 117338 0 0195564

0 745098 0 117647 0 0196078

 

 :داسين هزکْسًتبيج  ثب تْجَ ثَ

/ ,

/ ,

/ .

B C D

B C D

B C D
  

   

   

   

1 1 1

2 2 2

2 0 9999998 1

2 0 9973774 1

2 0 9999998 1
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/. 7جذول ; / ;t k      1 015 0 001 203 

1/0 4/0 3/0 1/0 3/0 0/0 x\y 

0487014/0 0311404/0 0110846/0 0363184/0 00793739/0 000000/0 0/0 

0111333/0 0389196/0 0179137/0 0383771/0 00899637/0 000000/0  3/0 

0609391/0 0461113/0 341737/0 0117971/0 0334419/0 000000/0  1/0 

0716141/0 0600399/0 041671/0 0333966/0 0319318/0 000000/0  3/0 

099713/0 081383/0 0649101/0 0416711/0 0138073/0 000000/0  4/0 

338313/0 338691/0 0970116/0 0704414/0 0376196/0 000000/0  1/0 

398606/0 377313/0 310194/0 333168/0 061176/0 000000/0  6/0 

191999/0 170619/0 138871/0 388699/0 309868/0 000000/0  7/0 

439067/0 438797/0 381737/0 314183/0 106134/0 000000/0  8/0 

661143/0 649193/0 611331/0 170146/0 416411/0 000000/0  9/0 

000000/3 000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  000000/0  0/3 

 
0/3 9/0 8/0 7/0 6/0 x\y 

163734/0 383191/0 317809/0 0934119/0 0664341/0 0/0 

161986/0 38184/0 331038/0 0911998/0 070461/0 3/0 

171398/0 391013/0 3433134/0 304708/0 0793381/0 1/0 

190894/0 130771/0 316984/0 310401/0 0947133/0 3/0 

331614/0 131188/0 383984/0 341107/0 339649/0 4/0 

31333/0 173134/0 110416/0 384494/0 318713/0 1/0 

40971/0 330133/0 17883/0 144133/0 13937/0 6/0 

491999/0 431383/0 366683/0 331347/0 331638/0 7/0 

633843/0 140703/0 498663/0 473018/0 411389/0 8/0 

783379/0 711348/0 697414/0 681371/0 673966/0 9/0 

000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  0/3 

/  .1 جذّل ; / ;t k      1 025 0 001 205 

1/0 4/0 3/0 1/0 3/0 0/0 x\y 

01919/0 0448833/0 0317301/0 0131633/0 0307137/0 000000/0 0/0 

01919/0 0448833/0 0317301/0 0131633/0 0307137/0 000000/0  3/0 

0611601/0 0103378/0 0371931/0 0149369/0 0311377/0 000000/0  1/0 

0784316/0 0614344/0 0471831/0 0311303/0 0366113/0 000000/0  3/0 

303133/0 0839049/0 0663191/0 0461319/0 0141388/0 000000/0  4/0 

339186/0 339663/0 0977897/0 0709749/0 0379008/0 000000/0  1/0 

399311/0 377719/0 310773/0 333199/0 0617411/0 000000/0  6/0 

19344/0 173018/0 139368/0 388903/0 309973/0 000000/0  7/0 

43931/0 43903/0 381904/0 314399/0 106193/0 000000/0  8/0 

661616/0 64969/0 611408/0 170198/0 416411/0 000000/0  9/0 

000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  000000/3 000000/0  0/3 
 
 

0/3 9/0 8/0 7/0 6/0 x\y 

174371/0 393993/0 340063/0 303381/0 0778441/0 0/0 

174371/0 393993/0 340063/0 303381/0 0778441/0 3/0 

180171/0 100391/0 346471/0 309761/0 0843038/0 1/0 

194408/0 134161/0 360399/0 313681/0 0978138/0 3/0 

337931/0 137819/0 384103/0 347618/0 313616/0 4/0 

31479/0 174981/0 113886/0 381818/0 360038/0 1/0 

430666/0 33347/0 179713/0 1413/0 110371/0 6/0 

493186/0 431964/0 367149/0 331684/0 333333/0 7/0 

63438/0 143037/0 498989/0 473367/0 411473/0 8/0 

783134/0 711303/0 697173/0 681336/0 671096/0 9/0 

000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  0/3  
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/. 3جذّل  ; / ;t k      0 77 0 001 154 
1/0 4/0 3/0 1/0 3/0 0/0 x\y 

363397/0 310889/0 081046/0 0133137/0 014794/0 000000/0  0/0 

373943/0 319814/0 0939943/0 0177989/0 0170791/0 000000/0  3/0 

393634/0 348316/0 30611/0 0676419/0 0339313/0 000000/0  1/0 

117701/0 377877/0 319996/0 0837639/0 0399309/0 000000/0  3/0 

176034/0 110661/0 364793/0 308373/0 0111133/0 000000/0  4/0 

343364/0 180094/0 13476/0 344436/0 0730131/0 000000/0  1/0 

416108/0 360911/0 186001/0 398811/0 300678/0 000000/0  6/0 

134411/0 469171/0 387913/0 183393/0 310838/0 000000/0  7/0 

668063/0 633671/0 133917/0 439117/0 141103/0 000000/0  8/0 

811943/0 793378/0 738303/0 644616/0 413147/0 000000/0  9/0 

000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  000000/0  0/3 

 
0/3 9/0 8/0 7/0 6/0 x\y 

491989/0 403811/0 311701/0 163811/0 107806/0 0/0 

106133/0 431177/0 338833/0 174448/0 13916/0 3/0 

133618/0 441161/0 361317/0 199998/0 143163/0 1/0 

174108/0 481976/0 401149/0 339311/0 180761/0 3/0 

618861/0 137314/0 4198/0 391701/0 33111/0 4/0 

691844/0 604749/0 118003/0 463349/0 400417/0 1/0 

773178/0 683391/0 609171/0 141348/0 486067/0 6/0 

81678/0 76971/0 703437/0 644043/0 190131/0 7/0 

937966/0 817136/0 800617/0 711319/0 733411/0 8/0 

999793/0 93743/0 903177/0 871188/0 811064/0 9/0 

000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  000000/3  0/3 
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