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کنترل بهینه با قید مشتقات  مسئلهروش برگمن مجزا در حل  بررسی

 بیضوی
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*

 ؛، سید محمد حسینی

 ، دانشکدۀ علوم، گروه رياضی و آماردانشگاه تربیت مدرس

 

 چکیده

وع مسائل اين ن. است شدهطور وسیعی توجه  ئی به مسائل کنترل بهینه با قید مشتقات جزحل به اخیر  ۀدر چند ده

کنترل بهینه با قید مشتقات  ۀلئدر اين مقاله به حل مس. دای دار اهمیت ويژهها  و حل عددی آن استبسیار پیچیده 

گسسته  ۀمسئلآوريم،  دست می هله را بئمس ۀابتدا با استفاده از روش اجزای محدود شکل گسست. پردازيم بیضوی می

های معمول دشوار و  سازی با روش بهینه مسئلۀحل اين  .د بزرگ استسازی مقید در ابعا بهینه ۀمسئلدست آمده  هب

ای نامقید در همان  مسئلهمقید به  مسئلهاما روش برگمن مجزا با تبديل . کامپیوتری زيادی است ۀنیازمند زمان و حافظ

کنیم و در  با روش تکراری برگمن مجزا حل می را مسئلهاين . کند جويی می لازم صرفه ۀبعد در زمان و حافظ

 .دهیم آوريم سرعت و دقت روش تکراری برگمن مجزا را در حل اين نوع از مسائل نشان می هايی که می مثال

 .ايم و مقايسه با روش برگمن مجزا استفاده کرده مسئلهبرای حل  SQPچنین از روش  هم

 

 مقدمه

نه با قید مشتقات بیضوی بررسی کنترل بهی ۀمسئلبرگمن مجزا را در حل  تکراری در اين مقاله کاربرد روش

 :گیريم کنترل بهینه محدب زير را در نظر می ۀمسئل. کنیم می

    ,min

( ) , in ,

g y h u
u K

div A y f Bu

y 




    

0
                                    

(4)  

gوh در ( 4) ۀمسئل .گر خطی پیوسته است عملBوای محدب و بسته  موعهمج Kتوابعی محدب داده شده،  

مسائل بهینه ملايم
4
های عددی برای حل اين  ترين روش تقريب اجزای محدود يکی از مهم. [1]شود  ظاهر می 

اجزای محدود برای  جا از روش در اين [.3]-[2] ای روی آن انجام شده است گسترده های بررسیو  استمسائل 

 [:41]است صورت  ديندست آمده ب گسسته به مسئله. کنیم استفاده می( 4) ۀمسئلسازی  گسسته

   min

. .

g Y h U

s t AY BU F



 
                                                   

(2)  

 ‎مجزا نبرگم روش محدود؛ اجزای روش بیضوی؛ مشتقات قید با بهینه کنترل :های کلیدی واژه

 42/42/32پذيرش                     27/8/34دريافت 
*

 mahmod.lotfi@modares.ac.irنويسنده مسئول           

4. temperate 
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, که در آن n nA B  هايی تنک ماتريس
4
nFو    در روش اجزای محدود هرچه  .برداری معلوم است 1

لازم است  ،کافیدست آوردن دقت  تر است، پس برای به دست آمده دقیق تر باشد جواب به ای بیش گره تعداد نقاط

در ابعاد بزرگ  ای مسئله( 2) ۀمسئلشود که  ای تا حد امکان زياد انتخاب شود و اين باعث می که تعداد نقاط گره

در اين مقاله ما از روش  [.42]، [44] سازی زيادی وجود دارد های بهینه روش( 2) ۀمسئلبرای حل . باشد

برگمن مجزا که گلدستین
2
و اوشر 

1
های  ويژگی. کنیم استفاده می( 2) ۀمسئلبرای حل  اند، دهکرارائه  [41] در 

و  باشدتر  سازی سريع بهینههای معمول  روش شود که اين روش نسبت به روش تکراری برگمن مجزا باعث می

وضوح اين ويژگی را نشان  های عددی که در ادامه خواهد آمد به مثال. ه باشدتری نیاز داشت کامپیوتری کم ۀحافظ

نامقید، امکان استفاده از  ۀمسئلسازی مقید به  بهینه مسئلهدر واقع روش تکراری برگمن مجزا با تبديل . دهد می

مقید در  ۀمسئلحل  مراتب از نامقید به مسئلهسازد و واضح است که حل  سازی نامقید را ممکن می های بهینه روش

 .تر است همان بعد ساده

 

 کنترل بهینه با قید مشتقات بیضوی و تقریب اجزای محدود ۀمسئل

)در دار کرانباز  ۀدومجموع uو فرض کنید  )n n  Uو  شیتس، های لیپ با مرز 3
 

. باشند

( )C 0  را فضای توابع پیوسته روی فضای سوبولف روی. کنیم تعريف می  ،, ( )m qW   را با

منر
 , , q

qq

m q L
m

D 



 
 



  نرم و شبه  , , q

qq

m q L
m

D 



 
 



 [41] گیريم در نظر می. 

q برای  2 ، ,mW 2  را با mH 
 

و نرم 
, , ,

. .
m m 


 نرم شبهو  2

, , ,
. .

m m 


2
نشان  

 مجموعه. دهیم می H 1
 :کنیم صورت تعريف می دينا بر 0

  :H v H v    1 1
0 0

 
)فضای حالت را  )Y H 1

)صورت  و فضای کنترل را به 0 )UU L 2

 
 U(.,.)با ضرب داخلی 

و 

( )H L 2
کنترل  ۀمسئلدر ادامه تقريب اجزای محدود را برای . کنیم تعريف می (.,.)را با ضرب داخلی  

 ترتیب روی توابعی محدب باشند که به h و g فرض کنید. آوريم دست می به( 4)بهینه محدب توزيعی 

 H L 2 و  UU L 2 فرض کنید. پذير پیوسته باشند مشتق K ای محدب و بسته در فضای  مجموعه

U، کنترل f L 2 وB گری خطی و پیوسته از عملU به H Y  (Y  فضای دوگانY ) باشد

و
,(.) ( (.)) ( ( ))n n

i j n nA a L 

   .طوری که ثابت  بهc 0  چنان وجود داشته باشد که برای هر بردار

nR  داشته باشیم :( ).A c  
2. 

کنیم که اگر  می فرض
, U

u



0

گاه  آن   h u    و تابع .g است و برای ثابت  دار کرانC 0 

 :داريم

    
, ,

, , ,g v g w q C v w q v w q Y
 

     
1 1  

دست  هصورت ب دينب مسئلهشکل ضعیف  کنترل بهینه فوق مسئلهبا در نظر گرفتن روش اجزای محدود برای 

 :آيد می

.4 Sparse  .2                 Goldstein  .1                Osher 
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    

     

min

. . , ,

g y h u

s t a y w f Bu w w Y H



     1
0                              

(1)  

 :که در آن 

( , ) ( ). , ( )

( , ) , ( )

a v w A v w v w H

f w fw f w L





     

   





1

2

 

دارای جواب يکتای ( 1)کنترل  ۀمسئلها  با اين فرض ,y u  است و جفت ,y u  است، اگر و تنها  (1)جواب

اگر متغیر متغیر کمک حالت
4p Y  تايی سهکه چنان وجود داشته باشد  , ,y p u  شرايط بهینگی صدق اين در

 : [41] کنند

*

( , ) ( , ) ( ) ,

( , ) ( ( ), ) ( ),

( ( ) , ) ( )U U

a y w f Bu w w Y H

a p q g y q q Y H

h u B p v u v K L

     

    

       

1
0

1
0

20

 

*Bگر الحاقی  عمل B وg  وh اتمشتقترتیب  به g  وhبرای سادگی تنها  .هستندn- ها را مطابق  سیمپلکس

و کنیم  چنین فرض می هم. گیريم نژ در نظر میهای لاگرا المان
u فرض کنید . چندوجهی هستند

hT  تقسیم

  بهn-  سیمپلکس باز منظم مجزای که باشدhT



 

دارد، و  هر جزء حداکثر يک لبه روی مرز . 

و اجزای مجاور  ۀيا تنها يک راس مشترک دارند يا کل لب و  عضو
hT است.Th را قطر جزء  در

hT گیريم، مطابق با می 
hT زير فضای با بعد متناهی

hS از C 0  که
v
h  ۀای از درج چند جمله k  k  1 

hبرای هر)است 

hv S و
hT )، کنیم را تعريف می.  , ,...,iP i J1 های را مجموعه راس 2

hT  در

h:کنید فرض. گیريم نظر می h hY V S Y 0 .بندی منظمی برای  طور مشابه تقسیم بهu  داريم و, ,h

U U UT h 

و , ,...,U

i UP i J1 مطابق با . کنیم را تعريف می 2
h

UT فضای با بعد متناهی ديگر زير
h

UW  از( )UL 2  را داريم

که 
|

Uhu ای از درجه  چند جمله k 0 k  برای هر ) استh

h Uv W  وh

U UT .)جا شرايط پیوستگی يا  در اين

)فرض کنید. از نیستمرزی نی )h h

U UU W U L   2 . ورت ص دينب( 1)پس روش اجزای محدود برای

 :است

min{ ( ) ( )},

( , ) ( , )

h
h

h h
u K

h

h h h h h

g y h u

a y u f Bu w w Y




                                    

(5)  

hکه  طوری است به hUای در محدب بسته ۀمجموع hKجا در اين

hv K گرا به جزء  وجود دارد که همv K 

دارای جواب يکتای  (5)کنترل بهینه  ۀمسئلپس . است Uدر ,h hy u  است و جفت , h h

h hy u Y U   جواب

hت، است اگر و تنها اگر متغیر کمک حال (5)

hp Y  تايی سهوجود داشته باشد که  , ,h h hy p u  شرايط اين در

 :  بهینگی صدق کنند

*

( , ) ( , ) ( ) ,

( , ) ( ( ), ) ( ),

( ( ) , ) ( )

h

h h h h h

h

h h h h h

h

h h h h U h U

a y w f Bu w w Y Y H

a p q g y q q Y Y H

h u B p v u v K U L

      

     

        

1
0

1
0

20
                                

(6)  

4. co-state 
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های  روش. سازی حل کرد های بهینه ز روشدست آمده در بالا را بايد با استفاده از يکی ا قريب اجزای محدود بهت

جا از روش تکراری برگمن مجزا برای حل آن استفاده  وجود دارد که ما در اين مسئلهمختلفی برای حل اين 

 .کنیم می

 روش تکراری برگمن

برگمن 4367 اولین بار در سال
4
. [46]برد کار  برای يافتن اکسترمم توابع محدب بهرا  تکرار برگمن  مفهوم 

روش تکراری برگمن  .[47] کار بردند و همکارانش اين روش را برای حل مسائل پردازش تصوير بهاوشر 

‎basis pursuit  ۀمسئلبرای حل  min :
u

u Au f
1

. [21، [43]، [48] ه استشدای استفاده  طور گسترده به 

از اين روش در حل . [24] ده استچنین کاربرد اين روش در حل مسائل تصويربرداری پزشکی بررسی ش هم

مفهوم طول برگمن بنا شده  ۀروش تکراری برگمن بر پاي .[41] توان استفاده کرد مقید می سازی بهینهمسائل 

 .است

E:فرض کنید  .1 تعریف X   تابعی محدب وu X عنصر. باشد*p X ‎‎(*X ‎ ‎دوگان را  (Xفضای

v نامند، هرگاه برای هر می u در E گراديان  زير X داشته باشیم: 

‎     ,E v E u p u v   0‎ 

u در E ایه گراديان زير ۀهم ۀمجموع ‎ مشتق زير E درu ‎ شود، و با نامیده می  E u شود نشان داده می. 

vدر E طول برگمن متناظر تابع. 2تعریف  ‎ شود صورت تعريف می دينب: 

‎      , ,p

ED u v E u E v p u v     

vدر E گراديان زير p که ‎ است. 

 :های است ويژگیاين طول برگمن تعريف شده در بالا دارای 

4 . ,p

ED u v 0 

2 . ,p

ED u v 0 

vو uبین خط واصل  w برای. 1 ‎‎داریم:‎   , ,p p

E ED u v D w v 

با شرط  nرا روی  Fو  Eحال دو تابع محدب  min
nu

F u


0 صورت  نامقید متناظر به ۀمسئل. در نظر بگیريد

   min
nu

E u F u



 
 :حل کردتکرار اين  توان با استفاده از را می مسئلهاين . شود تعريف می 

   

   

1 min ,

min ,

k p k

E

k k

u D u u F u

E u p u u F u





  

   
                                          

(7)  

در اين حالت . پذير است ديفرانسیلF ‎ توان فرض کرد که برای سادگی می. [46] ده استکرکه برگمن پیشنهاد 

:داريم    ,p k

ED u u F u 0
.

1ku ديفرانسیل محاسبه شده در که زير  پس. است  k kp E u 1 و در  1

 :نتیجه داريم k k kp p E u  1 1

 .
.گرايی شکل تکراری برگمن بررسی شده است خاصیت هم [47] در

 

( 7) ۀمسئل جواب زيرو . پذير باشد ديفرانسیل F چنین توابعی محدب باشند و هم Fو  E فرض کنید. 1قضیه 

 :گاه داريم موجود باشد، آن

4. L. M. Bregman
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‎4‎ .نواخت در کاهش يک F يعنی:‎   k kF u F u 1 1 

‎2‎ .گرايی به مقدار مینیمم هم F يعنی:‎   
 *

*k
E u

F u F u
k

 

 
 

 سازی مقید ای بهینهروش تکراری برگمن بر

در اين  .کار برد محدب به سازی بهینهتوان برای حل دسته وسیعی از مسائل  روش تکراری برگمن را می

 :گیريم مقید را در نظر می ۀمسئلاين بخش 

 min

.

u
E u

s t Au b
                                                       

(8)  

را  مسئلهدو  ۀبا استفاده از تابع جريمه مرتب. حل کنیم bو بردار  Aگر خطی  برای عمل را (8) ۀمسئلخواهیم  می

 :کنیم نامقید تبديل می ۀمسئلبه يک 

 min E u Au b


 
2

22                                            
(3)  

 :استچنین ياد شده  ۀمسئلای تکرار روش برگمن بر

 

 

min ,

min ,

k p k

E
u

k k

u

u D u u Au b

E u p u u Au b





   

    

21
2

2

2

2

2                                         

(41)

 

 k k T kp p A Au b   1 1

:[47] تر است شکل سادهاين خطی باشد اين تکرار ظاهرا پیچیده معادل با  Aتوان نشان داد که اگر می 

 
 mink k

u

k k k

u E u Au b

b b b Au





  

  

21

2

1

2

                                       

(44)  

 :داريم 4 و همگرايی قضیه( 44)و ( 41) از معادل بودن روابط

lim k

k

Au b



0

 

Au ۀدست آمده از معادل هب u* حال بايد نشان دهیم که جواب b کند را حل می( 8) زی محدبسا بهینه ۀمسئل. 

: فرض کنید. 2 قضیه nF  و : n mA  فرض . را در نظر بگیريد( 44) تکرار برگمن. خطی باشد

Au*ر د u* کنید برای تکراری b صدق کند، در اين صورت *Au b  سازی محدب بهینه ۀمسئلجواب‎(8) 

 .است

‎فرض کنید. اثبات *u  و*b چنان باشند که *Au b و 

 * *minu E u Au b


  
2

22                                          
(42)  

* گاه آن. باشد( 8) جواب دقیق û فرض کنید ˆAu b Au   کند شرط صدق میاين در: 

‎ * * *ˆAu b Au b  
2 2

2 2                                                         
(41)  

 :کند، داريم صدق می( 42) در ‎*uو چون
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   * * * *ˆ ˆE u Au b E u Au b
 

    
2 2

2 22 2                                        
(41)  

‎شود که نتیجه می( 41)و ( 41) از   * ˆE u E u و چون û  کند، پس اين نامساوی  اصلی صدق می ۀمسئلدر

  .                                جواب است u* دهد که صورت تساوی در نظر گرفت و اين نشان می توان به را می

 

 مزایای روش برگمن

سازی نامقید داشته  بهینه ۀمسئلشود که تنها نیاز به حل تعداد کمی  گرايی سريع روش برگمن باعث می هم

به . توان ثابت در نظر گرفت های روش می اررا در تکر  اما مزيت اصلی اين روش اين است که مقدار. باشیم

. [41] ترين مقدار را داشته باشد کم مسئله توان چنان انتخاب کرد که عدد حالت زير را می  عبارت ديگر مقدار

تر  نامقید سريعۀ مسئل فته برای حل زيرکار ر سازی به شود که روش بهینه باعث می  ثابت در نظر گرفتن مقدار

 .تری به جواب برسد کامپیوتری کم ۀو با صرف حافظ

 

 روش برگمن مجزا

 :مسئلهروش برگمن مجزا را برای حل  [41] گلدستین و اوشر در

   min
u

u M u 
                                          

(45)  

. که در آن
 

 l1 نرم
 و u

 
و   M u اند صورت استفاده کرده دينتوابعی محدب هستند، ب: 

 :نوشت نیزصورت  دينتوان ب را می( 45) ۀمسئل

   
,

min .
u d

d M u s t d u   

 :وريمآ دست میه ب را آنشکل نامقید  مسئلهبرای حل 

   
,

min
u d

d M u d u


 
2

22
 

 حال اگر قرار دهیم   ,E u d d F u  و    ,A u d d u  صورت  دينتوان تکرار روش برگمن را ب می

 :به کار برد

‎
     

   

,

,

, min , , ,

min , , ,

k k p k k

E
u d

k k k k

u d
u d

u d D u u d d d u

E u d p u u p d d d u







    

      

21 1

2

2

2

2

2

 

                                              

    

  

Tk k k k

u u

k k k k

d d

p p u d

p p d u

  

 

  

  

   

  

1 1 1

1 1 1

 

 :آيد صورت در می دينتر روش برگمن ب که با استفاده از شکل ساده

‎     

  
,

, mink k k

u d

k k k k

u d d M u d u b

b b u d






 

  

    

  

21 1

2

1 1 1

2

                                   

(8)  
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 :را حل کرد دو گام آناين با استفاده از  توان می حل شود که( 46) ۀمسئلبرای کاربردی بودن روش، بايد 

‎
   

 

Step : min

Step : min

k k k

u

k k k

d

u M u d u b

d d d u b









 

   

   

21

2

2
1 1

2

1
2

2
2

 

 .دارد مسئله روش برگمن مجزا تا حد زيادی بستگی به سرعت حل اين دو سرعت 

 

کنترل بهینه با قید مشتقات بیضوی با استفاده از روش تکراری  ۀمسئلسازی  حل قسمت بهینه

 برگمن مجزا

را يک منبع گرما در نظر  fاگر. گیريم که روی مرز برابر صفر است را توزيع دمای جسمی می yمتغیر حالت

 :شود معادلات زير تعريف می ۀروی جسم به وسیل ‎yبگیريم، آنگاه توزيع دمای
in

on

y f

y

  

 0
 

 توان چنان کنترل کرد که تا حدامکان بر توزيع دمای مطلوب می uرا با اضافه کردن تابع کنترل yتوزيع دمای

y 0 
yو دمای مطلوب yدمای واقعی ۀبرای مینیمم کردن فاصل. منطبق شود سازی را در نظر  بهینه مسئلهاين  0

 :گیريم می

    ,min

ad

y y dx u dx
u U


 

 


 
2 2

0
1
2 2

 

( ) indiv A y f Bu

y

    




0
                     

(47)  

adU 0های مجاز و ای از کنترل مجموعه  اگر ( 47) ۀمسئلدر تقريب اجزای محدود  .پارامتر وزن است  

 مسئله ۀتقريب بزنیم شکل گسست i ای را با توابع پايه uو متغیر کنترل i ای را با توابع پايه yمتغیر حالت

 :آيد دست می هصورت ب دينب

‎    min

.

T
TY Y Q Y Y U QU

s t AY BU F


  

 

0 01
2 2

                                   

(48)  

 :که در آن

‎
( , ) ( , )

( , ) ( , )

i j i j

i j i j

A i j dx B i j dx

Q i j dx M i j dx

 

 

     

     

 

 
 

( ) iF i f dx


 

 :دهیم قرار می( 48) ۀمسئلدر 

       
T

TG Y Y Y Q Y Y F U U QU


   0 01
2 2

 :آيد دست می هصورت ب دينب( 48) ۀمسئلها تکرار روش برگمن برای  با اين فرض 
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‎

         , min , ,k k k k k k k k

Y UY U G Y G Y p Y Y M U M U p U U BU F AY
            

21 1
22

 

 

k k T k k

Y Y

k k T k k

U U

p p B BU F AY

p p A BU F AY





  

  

   

   

1 1 1

1 1 1

 

 :استصورت  دينتر ب مناسب مسئلهکرار روش برگمن مجزا برای اين ، تمسئلههای  اما با توجه به ويژگی

 

 

min ,

min ,

k k k

k k k

Y G Y AY BU F AY

U M U BU BU F AY









 

     

    

21

2

21 1

2

2

2

 

 k k k kBU F AY       1 1 1  

 .ها بستگی دارد مسئلهزير سرعت روش برگمن مجزا تا حد بسیار زيادی به سرعت روش انتخاب شده برای حل 

 .های حل دستگاه معادلات خطی استفاده کرد وشتوان از روش مستقیم و ر می مسئلهربرای حل اين دو زي

 

 گرایی قضیه هم

 :آيد دست می هصورت ب دينب‎(88‎)اولیه ۀمسئللاگرانژين 

‎      , , ,L Y U G Y M U BU F AY      


 

‎:شود صورت تعريف می دينب( 48) ۀمسئلدوگان  مسئله .بردار ضرايب لاگرانژ است

  max inf , ,L Y U 
                                      

(43)  

 عبارت بهتر به. [22] است L معادل با پیدا کردن نقطه زينی( 43) و( 48) های مسئلهجواب بهینه  * *,Y U 

 :تنها اگر واست، اگر ( 43) دوگان مسئلهجواب بهینه و  (48) اولیه ۀمسئلجواب بهینه 

     * * * * * *, , , , , , , ,L Y U L Y U L Y U Y U      

 فرض کنید( 48) ۀمسئلبرای . 3قضیه 
0Y  0و ‎ 0 مقاديری اختیاری باشند و  .های فرض کنید دنباله 

 k و  k چنان باشند که: 

 
, , ,k k k k

k k

   
 

 

      
0 0

0  :چنین و هم. 0

 min ,k k k

kY G Y AY BU F AY


        
21

22

 
 min ,k k k

kU M U BU BU F AY


       
21

22
 

‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎‎  k k k kBU F AY       1 1 1  

 اگر , ,L Y U  گاه زينی داشته باشد، آن ۀنقط: 
* * *, ,k k kY Y U U    . که  * * *, ,Y U  زينی  ۀنقط

های حداقل يکی از دنباله زينی وجود نداشته باشد ۀاز طرف ديگر اگر نقط. است k  يا k کران است بی. 

 .[22] رجوع کنید به. اثبات

 نتایج عددی

 :صورت هستند دينگیريم، ب نظر میهايی که در اين بخش در  شکل کلی مثال
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   min y y dx u dx
 

  
2 2

0
1 1
2 2

 

. ,s t y Bu f y    0
                                        

(21)  

‎دهیم  ها قرار می در اين مثالB I
 
 و   0,1 0,1U   . 

 و متغیر کنترل yبندی متغیر حالت چنین شبکه هم

u ای  ای قطعه از توابع پايه. کنیم سان در نظر گرفته و از اجزای مثلثی استفاده می را در روش اجزای محدود يک

 اجزای)ها  نويسی روش افزار متلب برای برنامه از نرم .کنیم خطی برای تقريب متغیر کنترل و حالت استفاده می

ها از  مسئله گرفته و برای حل زير ‎4‎را  در روش برگمن مجزا مقدار . ايم دهاستفاده کر( محدود و برگمن مجزا

( \)  تابع
4
Ax افزار متلب که برای حل دستگاه در نرم  b صورت به \A b ايم تفاده کردهرود، اس کار می به .

 :ايم صورت در نظر گرفته دينشرط توقف روش برگمن مجزا را نیز ب

‎ BU F AY

F


 

 610 

 :گیريم در نظر می شرايط اين را با ( 21) مسئلهدر اين مثال . 1 مثال

‎
    = sin 2 sin                           y  = y-

                                                       f = 8

y x x y

u y y y

  

  

2
1 2 0

2

1 2 16
4
2 2

 
 :ماي دست آورده هافزار متلب ب نتايج را در نرماين برای اين مثال 

 برگمن مجزاسازی  سازی اجزای محدود و روش بهینه با گسسته 1دست آمده برای مثال  نتایج به .1جدول  

hu ها تعداد المان ای تعداد نقاط گره u 
hy y Time (s) 

283 542 1431/1 1112/1 121181/1 

4183 2118 1151/1 1E-33161/7 1126862/1 

1225 8432 1141/1 1E-3711/4 253554/1 

46614 12768 17E-418/1 1E-3115/1 658772/72 

 SQP سازی سازی اجزای محدود و روش بهینه با گسسته 1دست آمده برای مثال  نتایج به .2جدول 

hu ها تعداد المان ای تعداد نقاط گره u 
hy y Time (s) 

283 542 1431/1 1112/1 561521/42 

4183 2118 1158/1 1E-8188/7 163522/211 

 
 سازی برگمن مجزا سازی اجزای محدود و روش بهینه با گسسته 1مثال  کنترلتقریب متغیر  .1شکل 
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 برگمن مجزاسازی  دود و روش بهینهسازی اجزای مح با گسسته 1تقریب متغیر حالت مثال  .2شکل 

 :در اين مثال فرض کنید داشته باشیم. 2مثال 

        f = 4 sin 2 2cos 2 sin sin( ) ( )

y  = sin( )( ( )) ) sin( )(cos( ) )  = sin( )(cos( ) )

x x x x x u x x x

x x x x x y x x

    

     

     

     

2
1 2 1 2 2 1 2 2

2
0 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1

2 1 1 2 2 1 2 2 1

  .است آمده 1و  1چنین اشکال  و هم 1و  1های  در جدول دست آمده برای اين مثال هنتايج ب 

 برگمن مجزاسازی  نهسازی اجزای محدود و روش بهی با گسسته2 دست آمده برای مثال نتایج به .3 جدول

hu ها تعداد المان ای تعداد نقاط گره u 
hy y Time (s) 

283 542 1127/1 1411/1 125156/1 

4183 2118 1E-7681/6 1115/1 155751/1 

1225 8432 1E-6335/4 1E-7731/8 416721/6 

46614 12768 1E-2311/1 1E-4313/2 124121/421 

 SQP سازی سازی اجزای محدود و روش بهینه با گسسته 2 دست آمده برای مثال نتایج به .4 جدول

hu ها تعداد المان ای تعداد نقاط گره u 
hy y Time (s) 

283 542 1127/1 1411/1 621514/2 

4183 2118 1-E 6762/7 1115/1 561611/11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 برگمن مجزا سازی سازی اجزای محدود و روش بهینه با گسسته 2مثال  کنترلتقریب متغیر . 1شکل 
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 گیری نتیجه بحث و

وضوع سرعت و دقت روش برگمن مجزا را در حل اين نوع  های فوق به دست آمده برای مثال نتايج عددی به

 ۀمسئلسازی مقید در ابعاد بزرگ، به  بهینه ۀمسئلگمن مجزا با تبديل در واقع روش بر. دهد از مسائل نشان می

جا  در اين. سازی نامقید استفاده کنیم های بهینه شود که بتوانیم از روش سازی نامقید در همان بعد باعث می بهینه

ت به ق گرفتن نسبو با مشت توان مستقیما   ی نامقید می ها مسئله ای است که برای حل زير  گونه به مسئلهشرايط 

برای اجرای برنامه نیاز  SQPروش ای زمانی که  گره ۀنقط 4183با  4در مثال . دست آورد متغیر، جواب را به

برای  (ثانیه 1126862/1) برگمن مجزابرابر زمانی است که روش  7118 تقريبا   (ثانیه 163522/211) دارد

 . برابر است 117تقريبا  2در مثال  اين مقدار. رسیدن به تقريبی با همان خطا لازم دارد
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